TEOREMA BISECTOAREI

Definitie. Se numeste bisectoare interioard a unghiului <A al triunghiului ABC, bisectoarea
unghiului BAC. Dacid AB < AC, se numeste bisectoarea exterioard a unghiului < A al triunghiului
ABC, bisectoarea unghiului < BAC' unde (AC’ este semidreapta opusi semidreptei (AC. In figura
aldturatd [AD este bisectoarea interioara a unghiului A, iar [AD’ este bisectoarea exterioard a
unghiului < A..

D C

Observatie. Bisectoarea interioard si bisectoarea exterioard ale unui unghi sunt perpendiculare.
Teorema 1. (Teorema bisectoarei interioare si reciproca acesteia). Fie triunghiul ABC si

BD AB
De (BC). [AD este bisectoarea unghiului <BAC & — =—.
DC AC
Demonstratie. ,,—”
E
A
B p C

Construim CE Il AD, E € AB.
BD _AB
Aplicand teorema lui Thales in A ABC obtinem — =— (1).
’ DC AE

Avem congruentele de unghiuri <BEC = <BAD = <DAC = <ECA de unde deducem cd
triunghiul ACE este isoscel cu [AE] = [AC] (2).
Din (1) si (2) rezultd BD = ﬁ

DC AC

”<:
Presupunem cd [AD nu este bisectoarea unghiului BAC. Dacd D, € (BC) este piciorul bisectoarei

BD, AB
unghiului BAC, atunci —L =—.
DC AC
BD _AB

Din ipotezd avem — =—.
DC AC



. o I D _BD A i
Din cele doud proportii obfinem — = N le cu D, D; € (BC) ceea ce este in contradictie cu faptul
1
cd existd un singur punct interior segmentului (BC) care il Imparte intr-un anumit raport.
Teorema 2. (Teorema bisectoarei exterioare si reciproca acesteia). Fie triunghiul ABC cu

AB # AC si De BC\ [BC].

: L S BD' _ AB
[AD’ este bisectoarea exterioard a unghiului BAC & ——=——.
D'C AC
Demonstratia este asemandtoare cu demonstratia teoremei 1.
Observatie. Punctele D si D’ din teoremele 1 si 2 sunt conjugate armonic fatd de punctele B si C.
——— ] ] 5 ]

Teorema 3. (Teorema celor doui bisectoare) Fie triunghiul ABC si punctele D, D’ € BC care

fmpart segmentul [BC] 1in rapoarte egale. Daca m(< DAD')=90°, atunci [AD si [AD’ sunt cele

doud bisectoare ale unghiului < BAC (interioard si exterioard).
Demonstratie.

D’ B D C

Construim BE Il AD, E € AC si BE’ || AD’, E* € AC. Aplicand teorema lui Thales obtinem
EA_BD . AE_DB
AC DC’~ AC DC

. o BD _D'B
Din ipotezd avem —— = ——.

DC D'C

Din cele trei proportii deducem [AE] = [AE’]. m(< DAD') = m(< EBE‘) =90°.
In triunghiul dreptunghic EBE’ [BA] este mediani de unde rezulti BA=AE=AFE’ si
BD _ EA _AB
DC AC AC
unghiului < BAC.
Definitie. in spatiu se considerd un unghi diedru de muchie d ale carei fete sunt incluse in plane
diferite. Se numeste semiplan bisector al unghiului diedru, semiplanul marginit de dreapta d, inclus
in interiorul unghiului diedru si care formeaza cu fetele acestuia unghiuri diedre congruente.
Se demonstreazd ugor urmétoarea:
Propozitie. Un punct interior unui unghi diedru apartine semiplanului bisector al acestuia dacd si
numai dacd este egal depdrtat de fetele diedrului.
Observatie. Semiplanul marginit de dreapta AB si care contine punctul M ¢ AB se noteazd
(AB,M.
Teorema 4. (Teorema semiplanului bisector). Se considerd tetraedrul ABCD si un semiplan
marginit de dreapta BC, semiplan care intersecteazd segmentul [AD] in punctul M. Semiplanul
(BC,M este semiplanul bisector al unghiului diedru marginit de semiplanele (BC,A si (BC,D

AM _ A[ABC]
MD A[BCD]’

. Aplicind reciproca teoremei bisectoarei deducem cd [AD este bisectoarea

dacd si numai dacd




Demonstratie.

C

Fie N si P proiectiile punctelor A si D pe planul (BCM); punctele M, N si P sunt coliniare. Din
asemdnarea triunghiurilor ANM si DPM deducem AM _ AN _ ANTA[BCM]_ VIABCM] .
MD DP DPIA[BCM] V[BCDM]
V[ABCM] A[ABC]d(M, (ABC)) G AM _A[ABCld(M, (ABC))
V[BCDM] A[BCD]d(M,(BCD)) ° MD A[BCD]d(M,(BCD))

Dacd (BC,M este semiplanul bisector, atunci d (M, (ABC))=d (M, (BCD)) si AM = AIABC] .
MD A[BCD]

Pe de altd parte

. AM AJABC]
Daca =
MD A[BCD]

, deducem d (M, (ABC))=d (M, (BCD)) si M apartine semiplanului bisector.

PROBLEME REZOLVATE

1) Fie D si D’ picioarele bisectoarelor interioard si exterioard ale unghiului A al triunghiului ABC.
Se noteazd AB = C, BC = a si AC = b. a) Calculati in functie de a, b si ¢ lungimile segmentelor BD
si DC. b) Dacd AB < AC calculati in functie de a, b si ¢ lungimile segmentelor BD’ si D’C. c)

Demonstrati cd AD = 2be cosé.
’ b+c 2

d) Demonstrati ci AD* = ABIAC-BDIDC .
Solutie.

BD AB BD AB ac
Q) —=——=> = = BD= .

DC AC BD+DC AB+AC b+c
DC = ab

b+c
bBD = -4 pc=-4
b-c b-c
Aplicim teorema sinusurilor 1n triunghiul ABD:
I‘AD =—BDA de unde AD = 23112 smBA .

sin B sinz (b +c)sin3

Aplicam teorema sinusurilor in triunghiul ABC:
asinB=bsin A.
Inlocuim in relatia de mai sus:



AD = bcsmAA _ 2bc cosé.
(b+c)sin— btc 2
2
, b » A b’c>  _p(p-a) be
d) AD" = 5Cos" — = ZDP = 2[ﬂa+b+c)(b+c—a)=
(b+c) 2 (b+c) bc (b+0)

2
=P |p+ef-a?]= be--%P - ABIAC-BDIDC.
(b+c)’ (b+cf

2) Se considerd triunghiul ABC cu AB < AC < BC. [AD si [AD’ sunt bisectoarele unghiului
<BAC, D e(BC), D’ e BC\ [BC]. Se noteazd DD’ = x si se considerd y si z lungimile segmentelor

analoage cu DD’ corespunzitoare respectiv unghiurilor < ABC si < ACB. Aritati cd 1 + L l
Xy z
. . , , ac ac 2abc
Indicatie. x = DD’ =BD + BD’ = + =

b+tc b-c b'-c*’
3) Se considerd triunghiul ABC cu centrul de greutate in G si centrul cercului nscris in I
Demonstrati cd GI | BC < AB + AC = 2BC.
Solutie.

A

I G

C
B D M
Dacd D este piciorul bisectoarei interioare a unghiului < A si M este mijlocul laturii [BC], avem
Al_AB [ AG _
ID BD~ GM
+

GIIBC o M_AG A,  AB_,, %9

A ID GM ID BD ac
4) In triunghiul ABC, M este mijlocul laturii [AC], B’ este piciorul indltimii din B si
< ABB'=< B'BM =< MBC. Determinati méasurile unghiurilor triunghiului ABC.
Solutie.

=2 < b+c=2a.

Aplicand teorema bisectoarei 1n triunghiul BB’C obtinem EM :E .
’ MC BC

in triunghiul isoscel AMB avem [AB’] = [B’M], deci BM =

BM_1
MC 2°



Din cele doud propozitii obtinem E:E, deci 1n triunghiul dreptunghic BB’C avem

m(< BCB')=30". Rezultd m(< B'BC)=60" si m(< ABC)=90", iar m(< BAC)=60".
5) Se considerd triunghiul ABC cu AB =20 si BC = 30. Dacd D este piciorul bisectoarei interioare

a unghiului B, DE Il AB, E € (BC), EF Il BD, F € AC si AD — CF = 1, calculati lungimea laturii
[AC].

Solutie.
A
D
F
B
E C
Aplicand teorema bisectoarei obtinem AD = % siDC = 3AC .
Aplicand teorema lui Thales in triunghiurile ABC i BCD obtinem EC_DC si e _E¢ de unde
BC AC ° DC BC
EC=181 FC = %
’ 25
Inlocuind in relatia din ipotezd avem % - % =1 de unde AC = 25.

6) Se considerd trapezul ABCD cu AB Il CD si ACn BD = {O} Paralela prin punctul O la bazele

trapezului intersecteazd dreptele AD si BC respectiv in E si F. Demonstrati ca [EF este bisectoarea
unghiului < CEB dacd si numai dacd trapezul este dreptunghic in A si D.

Solutie.
D C
F
E (@)
A B

Din asemdnarea triunghiurilor COF si CAB apoi COD si AOB obtinem
CF_co_cp

FB OA AB’
DE . CD _ DE

Din AB Il EF Il CD rezulta g =——, deci = . )
FB EA AB EA



Dacd [EF este bisectoarea unghiului <BEC, atunci % :% si obtinem ADEC ~ AAEB (au
laturile proportionale) de unde m(< CDE ) = m(< BAE ) .

Dar m(< CDE)+m(< BAE)=180".

Rezultd m(< BAD)=90".

Dacii m(< BAD)=m(< ADC)=90", folosind (2) deducem ACDE ~ ABAE de unde % _b

AB’

Folosind (1) rezulti g :E deci [EF este bisectoare.
EB AB

7) Se da patrulaterul ABCD 1nscris in cercul C. M este mijlocul laturii [BC], N este mijlocul laturii
[AD] si P este intersectia dreptelor AB si CD. Demostrati ca distantele de la punctele M si N la
bisectoarea unghiului < APD sunt proportionale cu lungimile laturilor BC si AD.

Solutie.

Notdm cu L si K punctele de intersectie ale bisectoarei unghiului < APD cu AD si BC.

Aplicand teorema bisectoarei in triunghiurile PBC si PAD obtinem PB = KB si Fb :—LD . Din
’ ’ PC KC °~ PA LA
: oo . o . o . PB PD
triunghiurile asemenea PBC si PDA (au doud perechi de unghiuri congruente) obtinem PC = A

. . . . KB LD
Din cele trei proportii rezultda — =—-.
’ KC LA
Avem KB - KC = (KM + MB) - (MC - KM) =2KM si LD — LA =2LN.
KB-KC LD-LA . LN KM
= ,adicda —=—— (1)
KB+KC LD-LA AD BC
Dacd M’ si N’ sunt proiectiile punctelor M si N pe dreapta PL avem
m(< NLN') = m(< KLA) = 180" = m(< DAB) — m(< APL) = m(< BCD) — m(< LPC) =
=180° - m(< KCP) — m(< LPC) = m(< CKP) = m(< MKM).
Din aceastd congruentd de unghiuri rezultd cd triunghiurile dreptunghice M’KM si N’LN sunt
MM' NN
=— 2)
MK NL
Din (1) si (2) rezulta MM :ﬂ.
BC AD

8) Se considerd patrulaterul ABCD finscris in cercul C astfel incdt ABn CD = {E} si
BCn AD= {F} . Bisectoarea unghiului < BEC intersecteazd dreapta AD in H si dreapta BC in G,
bisectoarea unghiului < CFD intersecteaza dreapta DC in I si dreapta AB in J. Demonstrati cd:

Din aceste relatii obtinem

asemenea de unde




a) Triunghiurile AFC si BFD sunt asemenea; b) % = %; c) HJ Il BD; d) Patrulaterul GIHJ este

romb; e) Mijloacele diagonalelor [AC], [BD] si punctul de intersectie al dreptelor EG si FI sunt
coliniare.
Solutie.

D
&

a) Cele doua triunghiuri sunt asemenea deoarece au un unghi comun si m(-< ACF) = m(—< FDB) =

1
=—ml< AB).
< aB)
b) Din aseménarea de la subpunctul a) obtinem e :E .
’ FD FB
Aplicind teorema bisectoarei in triunghiurile FCD si FAB rezulta Fe_Ic si FA_JA
FD ID ° FB B
. . e IC JA
Din cele trei proportii obtinem —=—.
ID JB
. . AC
c¢) Din asemanarea de la subpunctul a) avem =ﬁ .
Aplicand teorema bisectoarei in DAFB obtinem ﬂ =& , deci =£ (1).
JB FB BD
Analog se obtine AH_AE_AC ()
DH DE BC

Din (1) si (2) rezultd =§, deci HJ || BD.

d) £=&=£ = HI Il AC.
ID JB DH

Analog se demonstreazd GJ Il AC si GI Il BD. Rezulti cd patrulaterul GIHJ este paralelogram.
Notam GE N FI = {O}

m (< FOH ) =180" —%m(—< CFD) - m(< FHO)=180" —%m(< CFD)-
{1800 - % m(< BEC) - m(< EDA)} =m(< EDA)—% [180O - m(< FCD) - m(< FDC)]+

+% [180° - m(< EBC) - m(< ECB)] = m(< EDA) +% m(< FCD)+%m(< FDC)—% m(< EBC)-



—% m(< ECB)=180"—m(~ ADC)+%m(—< FCD)—%m(-< EBC) :1800—% m(=< ADC)—%m(—< EBC)=

1

=180° —5D80°:90°.

Patrulaterul GIHJ este romb.
e)

Notdm cu M si N mijloacele diagonalelor [AC] si [BD]. Deoarece GJ Il AC, mediana BM a
triunghiului ABC intersecteazd segmentul [GJ] in mijlocul acestuia K. Analog DM intersecteaza
segmentul [HI] Tn mijlocul acestuia L.

Centrul O al rombului HIGJ este mijlocul segmentului [LK]. Dar LK Il BD si atunci O apartine
medianei MN a triunghiului BMD.

9) Determinati locul geometric al punctelor M pentru care % =k, k>0, k#1, dacd A i B sunt

doud puncte distincte date.
MA M,

MB M,B

>

Solutie. Existd doud puncte M€ (AB) si M»e (AB) \ [AB] astfel incat =k.

Ele sunt fixe si apartin locului geometric cautat.

M A _ MA G M,A _ MA
MB MB  M,B MB
[MM, sunt bisectoarele unghiului M al triunghiului MAB. Deoarece MM, 1 MM, deducem cd M
apartine cercului C de diametru [M;M,].

Reciproc, fie M un punct al cercului C.

Dacd M € { M, M,} el are proprietatea din enunt.

Daci M € C \ { M, M,}, deoarece m(< MIMM2)=9O° aplicand teorema celor doud bisectoare
deducem cd (MM; si (MM, sunt bisectoarele unghiului M al triunghiului MAB, deci
M,A _MA _ "

MB MB

Locul geometric cdutat este cercul de diametru [M;M,] unde M, si M, sunt punctele care Tmpart
segmentul [AB] in raportul k.

Observatie. Pentru k =1 locul geometric este mediatoarea segmentului [AB].

Fie M ¢ AB un punct cu proprietatea din enunt. Din rezultd cd [MM; si

PROBLEME PROPUSE

1) Se considerd triunghiul ABC. M este mijlocul segmentului [BC], [MD este bisectoarea unghiului
<AMB, D €(AB). Dreapta DE este paraleld cu BC, E € (AC). Demonstrati cd [ME este
bisectoarea unghiului < AMC.



2) Se considerd dreptunghiul ABCD. Bisectoarele unghiurilor BAC si CAD intersecteazd dreptele

BC si CD respectiv in M si N. Demonstrati cad % + E >1.

NC
3) Se consideri triunghiul ABC si E mijlocul laturii [AC]. Paralela prin E la bisectoarea unghiului
ABC intersecteazd dreptele AB si AC respectiv in F si G. Demonstrati cd [AF] = [CG].
4) Bisectoarele unghiurilor A si D ale paralelogramului ABCD intersecteazd dreptele BD si AC
respectiv in M si N. Demonstrati cd MN [l AD.
5) Semidreptele [AA;, [AA> si [AAjz impart unghiul A al triunghiului ABC in patru unghiuri

congruente, A; € (BC), Ay e (A|C), Aze (AxC). a) Demonstrati cd AB [TA Ay EA C =1.b) Daca
AA, AC AB

[BA;] = [CA3] demonstrati cd triunghiul este isoscel. ¢) Justificati cd nu poate avea loc relatia
AA’ = ABIAC.
6) Se consideri triunghiul ABC dreptunghic n A. [AD este bisectoarea unghiului < BAC, De (BC)
ABIACY2

AB+AC

si [BE este bisectoarea unghiului < ABC, E€ (AC). a) Demonstrati cd AD =

b) Aritati ci BE+EA =BC dacd si numai dacd L+in c) Demonstrati cd dacd

BC AB AC
BE + EA =BC atunci BE* = AB[AC.
7) Diagonalele patrulaterului ABCD se intersecteazd 1n O. Bisectoarea unghiului < AOB

intersecteazd dreptele AB si CD respectiv in E i F. a) Dacd AG Il EF, G € BD, demonstrati ca

triunghiul AOG este isoscel. b) Demonstrati ca EO __BO . ¢) Demonstrati ca
AG BO+AO
1 1 1
e B
OE _ OA OB
1 1 I
I [ T
OF OC OD
8) Se considerd patrulaterul convex ABCD astfel incait AB n CD ={S}. Se considerd punctele N
€ (BCO), Q € (DA) astfel Incat — NB % = AB si punctele A’, D’ astfel incat patrulaterele ABNA’
NC QB CD°

s1i DCND’ sunt paralelograme. Demonstrati ca:
a) Punctele A’, Q, D’ sunt coliniare.
b) Dreapta NQ este paraleld sau coincide cu bisectoarea unghiului ASD.

INDICATII §I RASPUNSURI

1) Aplicind teorema bisectoarei In AAMB, teorema lui Thales in AABC si reciproca teoremei
bisectoarei in AAMC.
MB _AB . ND _AD MB ND_AB+AD AB +AD

) — = — g —— = 1

MC AC’ NC AC MC NC  AC AC
3 CD_CB [ AD_AB _ CD AE_CB AF

CE CG s AE  AF AD CE CG AB
CD_BC CE _AE

AD AB’ CG AF’
DM _AD _AD _AN

4) —/— ==

MB AB DC NC’
DM AN__ DM _ AN

DM +MB AN +NC’ 2DO 2A0°




5) a) Se inmultesc egalitatile
AB AB AA _AA, AC_AC

AA, AA A,C AC  A,B T AB’

b) Notdim BA, =CA, =x, AA, =y, A,A, =z.

Inlocuim in relatia A,A,[A,C=A,BIA,A,.

2z+x)=y(x+y) = (z-0)(x+y+2)=0=z=y = x+z=y+z= BA, =CA,.
In triunghiul ABC, AA, este mediani si indltime.

¢) AAJ=ABIAC < A4, _AC = AABA, ~ AAA,C = <ACB=<AA,B contradictie (de
AB AA,
ce?)
6) a) Folositi rezultatul din problema rezolvata 1c).
b)BE: acp(p—b) ,EA = bf .
c

BE + EA = BC < dacp(p—-b) = [a(a+c) bc] & ac[(a +c -b J =

=a (a+c) +b’c’ —2abc(a+c) <:>a(a —-c )+b ¢ =2abc < ab’ +b c:2abc<:>g=l+l.
a c
2

ab’c 2ac’

¢) Folositi BE* = AB® + AE” sau BE* = ac AE - EC = ac - =
(a + c) a+tc

=bc

7) Notati OA =a, OB =b, OC =¢, OD =d.
a) <OAG =< OGA .
EO BO BO BO

b) —=——=

AC BD BO+OG BO+0A '

c¢) Construiti DH Il EF, H € AC. Analog cu subpunctul b se demonstreazi Fo —L
DH OC+0OD
OE _CF(b+a)DH DH_OD_OD otc
OF b(d+c)IAG  AG OG OA
AA'IDD'= <A'AQ=<D'DQ
8) a) AQ _AA = AAA'Q~ADD'Q = <AQA'=<DQD' =

QD DD'

= A’, Q, D’ coliniare.
b QA'_AQ_AB_AN

=—— = [NQ bisectoarea < A'ND' .
QD' DQ CD D'N
Unghiurile A’ND si ASD au laturile respectiv paralele si sunt congruente, rezultd ca bisectoarele lor
sunt paralele sau coincid.
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