O ABORDARE GEOMETRICA A UNOR
LIMITE DE SIRURI

de prof. Gabriela Oprea

In unele manuale si culegeri de analizd matematicd sunt propuse spre
rezolvare exercitii Tn care se cere determinarea limitelor sirurilor cu termenul

}n radicali

general a,=2" \/2+\/2+...+\/§ , neN’ sau

n radicali

)
bn=2”\/2—\/2+...+\/2+\/§ ,neN".

. 5 T
Pentru rezolvarea lor se porneste de la ideea ca \/E=2cosz, iar

}n radicali

\/2—\/2+...+\/2+\/E =2sin%, VneN, n>2 (in cazul sirului (a,))

}n radicali

si \/§:2cos%,iar Jz—\/2+...+\/2+\/§ =2sin3”2 VneN, n>2 (in

n b

cazul sirului (b,)). De fapt folosirea acestor artificii isi are originea in rezolvarea

riguroasd cu ajutorul analizei matematice a unei probleme de geometrie: definitia
lungimii unui cerc.

Se considerd (P,)

in cercul ¥ . Se noteazd L, cea mai mare laturd a poligonului P, si cu p,

-, un sir de poligoane convexe (P, are n laturi) inscrise
perimetrul acestuia. Se demonstreaza cd dacd L, — 0, atunci sirul (pn) este

convergent si limita lui, /, depinde numai de cercul ¢ .
Limita comuna a tuturor sirurilor perimetrelor ( pn) de poligoane convexe

P cu L, — 0 inscrise in cercul & se numeste lungimea cercului # . Pentru
detalii puteti sa consultati [2].

Considerim doud puncte A si B pe cercul #(0;R) astfel incat AB este
latura poligonului regulat cu # laturi inscris in acesta si notdim AB=/ .

O



Dacd punctul C este mijlocul arcului AB, atunci AC =/,,. Notam cu M
mijlocul laturii [AB] si calculam:

OM =OA’ —OM? :%\/4R2 N

MC:OC—OM:R—%JMU—ﬁ si
l,, = AC=+AM? + MC’ =\/R(2R—1/4R2—lj) (1)

In continuare voi da o solutie geometrica a celor doud probleme mentionate
la inceput.

Problema 1. Calculati limita  sirului  a,= 242, a,=2°y2 - V2,

}nradicali
=222 o a =222 442

Solutle. Consideram cercul %‘”(0;1). Folosind formula (1) obtinem succesiv:

I, =+/2; I, =22 ; L, =v2-+2++2 ;
}n radicali
:\/2—\/2+\/2+...+«/§

Py =271

2n+1

Folosind definitia lungimii cercului avem limp ,, =27z . Deoarece a, =3 Py s

rezultd lima, = 7.

Problema 2.  Calculati  limita  sirului = b= 24/3, h,=2°y2- NEE

}n radicali

b=2°\2-~2+3, ..., bn=2"\/2—\/2+\/2+...+\/§

Solutie. ~ Consideram  cercul ~ #(0;1). Avem [ =1, [, =42 -3,

}n radicali

L, =42- N2+43, ., 32 \/2 \/2+ .+ 2+ NE) y e

27z

Atunci b :l si limb, =
=3 Ph)

Puteti generaliza exercitiile de mai sus considerand un cerc de raza R #1.
Va propun sd compuneti i sd rezolvati o problema aseméanatoare pornind

de la poligoanele regulate cu 5, 10, 20, ..., 5-2", ... laturi. Pentru aceasta trebuie sa
A < . . . T 5
calculati mai intai /; sau /,, daca optati pentru solutia geometrica, sau cosg daca

optati pentru ideea de la inceputul articolului.



O solutie simpld pentru calculul numarului cos% gasiti 1n [1] la pagina
117.

: T y A .
Pentru determinarea numerelor cosg st [, va prezint in continuare o

solutie geometrica.

Fie A, B, C si D patru varfuri consecutive ale decagonului regulat inscris in
cercul #(0;R); notim AD N BO = { E}.

_2r

e AOB)z%; 4(< OAB)= (< OBA)

(< ABE)= u(< AEB)Zz?ﬂ = AB=AE=1,.

(< EAO)= (= AOE)=% — AE=0E=J,,.

Aplicand teorema bisectoarei 1n triunghiul ABO obtinem BE_AB si prin
OE AO

=1, 1 < : . o R! 5 —1)
——10 =19 " Aceastd ecuatie are solutia pozitiva /,,= \/_ .

2
T \/g—l

Aplicand teorema cosinusului in triunghiul OAB obtinem cosg = 5

inlocuire
10
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