CALCULUL RANGULUI UNEI MATRICE PRIN TRANSFORMARI
ELEMENTARE

Majoritatea manualelor de matematicd pentru clasa a XI-a prezintd la tema ,,Rangul unei
matrice” metoda de calcul a lui Kronecker care constd in calculul unor minori. Deoarece volumul
de calcule uneori este destul de mare, va prezint in continuare un alt procedeu pe care puteti sa-1
folositi In determinarea rangului unei matrice.

Definitie. Se numeste transformare elementard a unei matrice, oricare din urmdtoarele
transformari:
1) schimbarea a douai linii (coloane) intre ele;
2) 1Inmultirea elementelor unei linii (coloane) cu un numdr nenul;
3) adunarea la elementele unei linii (coloane) a elementelor altei linii (coloane) Tnmultite cu
acelasi numdr.
Propozitie. Transformairile elementare nu schimba rangul unei matrice.
Demonstratie. Se folosesc definitia rangului si proprietdtile determinantilor.
Definitie. Matricele A si B de acelasi tip se numesc echivalente dacd una din ele se obtine din
cealaltd printr-un numdr finit de transformaéri elementare. Se noteazd A~B.
Observatie. Doud matrice echivalente au acelasi rang.
Definitie. =~ Matricea A= (al.j)D M,, ((E) are forma economicd  diagonald  dacd

a,=a,=..=a, =1, rON", r< min(m,n) si a; =0 inrest, adicd
1 0 .. 00 0 .. O

01 .. 00 0 .. 0

0O 0 .. 00 0 .. O0

Observatii. 1) Dacd o matrice nenuld are forma canonicd diagonald de mai sus, atunci elementele
care sunt la intersectia primelor r linii $i r coloane formeaza matricea unitate de ordin r.

2) Forma canonicd diagonald are avantajul cd pe ea ,,citim” ugor cd rangul matricei este r.
Teorema. Orice matrice nenuld poate fi adusa la forma canonica diagonald prin transformaéri
elementare.

Demonstratie. Cel putin un element al matricei A este nenul. Prin schimbdri de linii sau coloane 1l
aducem pe linia 1 si coloana 1, apoi impdrtim linia 1 cu elementul respectiv si obtinem

I a, a; a,
a a a a
21 22 23 2n
A ~
aml amZ am3 o amn

Coloana 1 o Tnmulfim cu (— aiz) si 0 adundm la coloana 2; coloana 1 o inmultim cu (— ai3)

si 0 adundm la coloana 3 etc. In felul acesta obtinem o matrice echivalentd cu A care are toate
elementele de pe linia 1 nule cu exceptia primului. Procedand analog cu liniile formdm zerouri si
pe coloana 1 (cu exceptia primului element) si obtinem



0 a, a a

m3 e mn

Daci a; =0, Ui=2,m, j=2,n, atunci rangul matricei este 1. In caz contrar, existd

a; #0, i=2,m, j=2,n. Procedind ca mai inainte facem (prin transformdri echivalente) ca

elementul de pe linia 2 si coloana 2 s fie egal cu 1, apoi anuldm celelalte elemente de pe linia 2 si
coloana 2 etc. Dupd un numdr finit de pasi se ajunge la forma canonicd diagonala.

Aplicatii

-3 2 -9 7
9 3 0 3
1) Calculati rangul matricei A = .
-7 -2 -1 3
I 1 -2 1
Solutie. impirtim linia 2 cu 3.
-32 -5 7
31 0 1
A~ . Schimbdm liniile 1 i 3 intre ele.
-7 -2 -1 3
1 1 -2 1
1 1 -2 1
31 0 1
A~ . Formém zerouri pe linia 1.
-7 -2 -1 3
32 -5 7
1 0 0 0
3 -2 6 -2
A~ . Formam zerouri pe coloana 1.
-7 5 -15 10
-3 5 -15 10
1 0 0 O
0 -2 6 -2

impérgim linia 2 cu (-2), adundm linia 3 la linia 4, apoi

A 0 5 -15 10| impértim linia3cus.

0 5 -15 10



01 -3 1
A~ . Form&m zerouri pe linia 2.
01 -3 2
00 0 O
1 000
01 00
A~ . Formé@m zerouri pe coloana 2.
01 01
0 00O
1 000
01 00
A~ . Schimbdm coloanele 2 si 3 intre ele.
0 0 01
0 000
1 000
01 00
A~ .rang A = 3.
0 010
0 00O

Observatie. Dacd la un moment dat toate elementele de pe o linie cu exceptia unuia sunt nule,
atunci automat putem sd Tnlocuim cu 0 toate celelalte elemente de pe coloana in care se afld acel
element nenul.

21 3 -1
Solutie.
1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0O 1 0 0O

A~/4 -3 5 -10|~|0 -3 5 -10|~/0 1 1 I|~|0 1 O O}~

2 -3 5 -10 0 -3 5 -10 01 1 1 0100
1 000

~{0 1 0 Of.rang A=2.

0 00O
1 2 1 -1
3 a 2 0
3) Calculati rangul matricei A = ,alR.
4 -2 2 2

3 -4 1 3



a-6 -1 1

3 -4 1 3 3 -10 -2 6 -5 -1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O
01 a-6 1 01 a-6 1 01 a-6 1 01 0 O
01 -5 1 01 -5 1 0 0 1-a O 01 1-a O
01 -5 1 00 0 0 0 0 0 0 00 0 O
Dacd a =1, atunci rang A = 2.
Dacd a #1, atunci rang A = 3.
2 a -5
4) Determinati rangul matricei A = ,a,BOR.
L 3 -1

Sulutie.

50 2) (13 B8) (1 0 0 10 0
A ~ ~ ~ ~
(1 3 ,BJ (5 a 2} [5 a-15 2—,8} (0 a-15 2—,6’}

Dacd =15 si =2, atunci rang A=1.
Daca a.# 15 sau f# 2, atunci rang A=2.
Va propun spre rezolvare exercitiul:
Determinati rangul matricelor:

1 -1 2
1 -1 2 0
2 0 -1
a)A=| -1 1 3 -—-1];b)A= ;
-1 2 3
2 -2 -1 1
2 1 4
1 2 -1 5
c)A=| 2 -1 3 5a|, a,b0R.
-3 2 b 1
Réspuns. a) 2; b) 3; ¢) Dacd a =0 si b = -5, atunci rang A = 2; dacd a # 0 sau b # =5, atunci rang
A=3.
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