FUNCTII TRIGONOMETRICE

T 51

1) a) (0; 1) U (m; 21); b) ; [O-E) (5;_) (S—E'Zn) c) [0; ]; d) [O.E] [3_" )

&) (5Z)n 102\ {FimTh e 020\ 555 T m 0 2m\ 535,
i) (0;2m) \ {Z n—}])(OZn)\{ w2 Ik (0] v (m:

0[50 5 020 (5522 ) e 22
2) a)A(E, ),B(o; 1): b) A(0; 3); €) A(0; 2), B(— ),c(32” ) d)Ak( 0),keZ;
e) A(O;—l),BG;O),C(%”;O);f)A(g;O),B(zn ) g) 0(0; 0); h) A(0; logs 2).

3) Functiile de la a), d) si f) sunt impare; functiile de la b) si e) sunt pare; functiile de

la ) si g) nu sunt nici pare, nici impare.
4) Se demonstreazaca f(x + T) = f(x), Vx € D.

5)a) TR’ esteperloadapentruf@sm7( D= 'n72—x,VxElR<:)
S sin7x;7T—sm7— 0,Vx ER & ZSlnﬂcost+7T =0,VxeRe sin%z 0
el =knker oT=""kel.

2km

b) 3km, k € Z7; c)— kez, d)— kez.

6) a) min f = -5, maxf— 5; b)mlnf— —4,maxf = —2;¢)minf = 0, max f = 1;
d) minf = 0, maxf = 1;€) min f = —V3, max f = 1; f) min f = —V3, max f = 0;
g)minf— 1 maxf—S h) min f = 2 — V3, max f = 3;

i) minf =2 maxf =1+ 3.

7) a) f este strict crescatoare pe [0;%] si strict descrescatoare pe E;n].

b) f este strict crescatoare pe [—%; O] si strict descrescatoare pe [0; %]
c) f este strict crescatoare;
d) f este strict descrescatoare;

. y 3n| .o, < 3
e) f este strict descrescitoare pe |=; =| si strict crescitoare pe |=; 27|
27 2 2

f) f este strict crescatoare pe (0; 7] si strict descrescatoare pe [n; 3;”)

g) f este strict crescatoare;
h) f este strict descrescatoare;
i) f este strict crescatoare;
J) f este strict crescatoare;
K) f este strict crescatoare.

8)a)ac|3;2|byac n]c)ae[——)d) ae|Z;2n).

9)a) f(x) = cosx —sinx,x € [n 51 [ )
sinx — cosx, xe( )
b) f(x) = tgx — ctgx,x € [{15)

ctgx —tgx,x € (0;%)
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'1xe{0-§}

OxE(O ")
—1x€( ] [_2)
k—Z,xE(07)

sinx,x € [0; 7] \{g}
d) () = {sinx +1x € (m;2m) \ {F}

c) f(x) = 5

10) a) [0; 1]; b)[—— 1] Q) [-1;11; d) [-1;0); ) [-251]; H [ 101 8) (-1, 1).
11) a)R; b) R; o) [-1,V3] d) [-V3; -1]; ) (—V3; 1); OR" ) [ 1——] u[Z;v3]
12) a) [0; 2): b) [0; 7]; €) [r; 27) U {0}; d) {E 3—”,5—",7—”} )[” sm
0 () v () [05) v (5:T)
13)a) [0;2m; b) (0:5) v (5:2n); 0 [5:5) ) {55555 50 @ [0s 5 v [S 2
D7) 0 (Z2) 0 (52) v (Z5),
14)a) (0;20)\ {52} b) (0:2) u [mZ); o (5im) u (s 2n)s a) (03] v [m =
26D S0k )

) (03] u [55: 5 u [ 2m),
15) a) (0; ) U (m; 2m); b)( )U(g;n)U(n;%n)u(%r;Zn);c)(g;n)U(%T;Zn);
s s o I Y (e R e 2 A I N il
0 (55)0 (Eir) () (0.
16)a) Tib) -5 L) S S0 i i T
17) )[—— —] b) [1;2]; ¢) [-1; 1]; d)(—oo 1]u[0 »); €) [-3; 3];
f) (—o0; —2] U [2;0); g) (o033 U [5;00); h) [~ 1 DR\ {4 1} ) 53 0);
KR\ {£V7} DR\ {-3} m) (=003 —1] U (25 0) m) R\ {552},
18) a) 0(0; 0); b) A (0; g) B(—1;0);¢) A (O;E), B G 0); d) A(1; 0); €) 0(0; 0);
04(02)5(50):8) 4 (02) 4 (02)
19)a) 5b) -5 ) 5 d) 55 e) 0,6) 5 g) mh) 2
D3e(Ln)=>n-3¢€(0).
arcsin(sin 3) = arcsin(sin(r — 3)) = — 3.
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N7¢€(2mT)=>2m-7€(-%;0)
arcsin(sin(—7)) = arcsin(sin(2r — 7)) = 2w — 7.
k)n—g;l) 2ﬂ—4;m)§;

7T T
) 11¢e(Z;4n) = 4n—11€ (0;2).

arccos(cos 11) = arccos(cos(4m — 11)) = 4w — 11.
2T

20) a) g; b) — — 27n; <)o
d) arcctg (ctg (— g)) = arcctg (— ctg g) = m — arcctg (ctg g) =r—=
e)0; )5 g) ph) 3

i)%e (n;%”) = n—ge (—g;O).

arctg (tgg) = arctg (— tg (n - g)) = —arctg (tg (n - g)) =— (n - g) =
Dr—3;K)7—2m; 1) m — 3.

21)a) ;b) -5 )5 d) —5e) 5

g) sin (2 arcsin %) = 2sin (arcsin %) cos (arcsin %) =2 % -% = %.
h) cos (2 arcsin %) =1—2sin? (arcsin %) =L

. 3 3
i) cos (2 arccos E) = 2 cos? (arccos E) —1=—-—=

NE sin(arcsing) vz
j) tg|arcsin— ) = ———M8= = —.

7 g( 3 ) cos(arcsin?) 2

K) -2z 1) - 22,

22)a) 7;b) —=3; ¢) V5;d) —2; €) %; f) _é;
Ztg(arctgg) _ 3
1—tg2(arctg§) Ty

g)tg (2 arctg g) =

. 4

1 . 4 1+cos(arcsin-
h) ctg (—arcsm —) = (—45) =2;
2 5 sin(arcsin—)

5
tg(arctg2) _ 2V5

J1+tg2(arctg 2) T 5’

_ B 1 _ V1o
j) cos(arctg(—=3)) = Ji+tg?(arctg(=3)) 10

i) sin(arctg2) =

. .1 2 . .1 2 .1
23) a) sin (arcsmg + arccos 5) = sin (arcsm 5) * COS (arccos 5) + cos (arcsm §) .

- sin (arccosg) = §+ ’1 _%, ,1 _gz 2(1+§\/E)

V6 4
b) 5¢)—=d) -7

2
__ ctg(arctg7) ctg(arcctg2)—1 _ ﬁ _ 1
e) ctg(arctg 7+ arcctg 2) = ctg(arctg2)+ctg(arcctg7) 2+; -3
f) 7130 ) V5+2
130 '8 5 L
24) a) Se noteazd a = arcctg3sib = % — arcsinﬁ.
1
1-tg|arcsin—

1+tg(arcsin\/i§)

tga=tgbsia,b € (0;%) = a=bh.
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y 1. 4
b) Se noteazda a = 2 arctg - si b= g — arccos .

1

Ztg(arctgg) 4 4 4
————2-==sinb = cos|arccos-=) = -.
1+tg2(arctg5) 5 5 5

sina =sinb,a,b € (0;%) =>a=>.

sina =

. : < 3
c) Egalitatea este echivalenta cu arctg 2 + arctg 3 = Tn etc.
3 1
d) cos (2 arccos Z) = cosS (arccos g) etc.
o .5 .16 . T .4
e) Se noteaza a = arcsin— + arcsin—si b = = — arcsin-.
13 65 2 5

sina =sinb =§,a,b € (0;%) =>a=>h.

1 11 1
f) cos (arccos -+ arccos —) = —etc
2 2
25)a) a = sin (arcsm£ + arcsin ) \/_; \/—
2+2\/_

b) a = cos (arccos— — arccos ) 5

c) a = tg(arctg2 + arctg5) = — Z

d) -7; )2(9 5\/—) ’

26) a) arccos x , 2 arccos / € [0;m],Vx € [—1;1].

1+x
cos(arccos x) = cos <2 arccos ’T) =x

b) tg(arcctgx) = %, Vx € R".

sin(arcsin

1
”*"2) =— Vx € R".

cos(arcsin L ) |x/
Vi4x2

Daca x = 0, egalitatea are loc.

. 1
tg (arcsm \/1+x2) =

< : _ .1 :
Daca x >0, atunci deoarece tg(arcctgx) =tg (arcsm —W) si arcctg x,

1 T ~ — 3 __1__
Newwl € (0, E), rezulta arcctgx = arcsin Mia2
- 1 1 i [ 1
Daca x < 0, atunci deoarece tg(arcctgx) = ; = —tg (arcsm 1 +x2) =

arcsin

= tg (n — arcsin ﬁ)l si arcctgx, m— arcs:in\/li—x2 € (—g; O), rezulta
arcctgx = 7 — arcsin —.
c) Se procedeaza ca la subpunctul a).

d) Se procedeaza ca la subpunctul b).

27) Functiile de la a), d) si g) sunt impare; functiile de la b) si e) sunt pare; functiile
de la c) si f) nu sunt nici pare, nici impare.

28)a) [-7 — 3;m - 3];b) [2 - 3m;2]; ) [5:2); d) (2 + V) €) [\/%\/2;”]
052 o [0 5]

29) Se folosesc operatiile cu functii monotone si proprietatile legate de compunerea
functiilor monotone.

30) a) f este strict descrescatoare pe [—\/E; 0] si strict crescatoare pe [0; \/E]

b) f este strict crescatoare pe (—oo; —2] si pe [2; ).

c) f este strict descrescitoare pe (—oo; 1] si strict crescatoare pe [1; o).
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d) f este strict descrescatoare pe (—oo; 0] si strict crescatoare pe [0; o).
31) a) ? €[0;1] = arcsin? > 0;
b) V35 V3-V5

4 4
c) arccos (— é) > 0;d) arccos% > 0; e) arctg(\ﬁ — \/§) > 0; f) arctg8 > 0;

g) arcctg(—3) > 0; h) arcctgV/5 > 0; i) arcsin% - arcsin% > 0;

€ [—1;0] = arcsin

< 0;

)] arccosg — arccosg < 0; k) arctg% —arctg 2 < 0;1) arcctg 2009 — T < 0;

m) z- arctg2 < 0; n) Z _ arccos= < 0.
4 4 3

. T 1
—arcsinx — -, x € [—1; _E]

32)a) f(x) =

)

. 1
arcsmx+£,x € (——;1]
6 2

arccos x — g,x € [—1;0]

b) f(x) = {n

7 —arccosx, x € (0;1] '

Z_ arctgx,x € (—oo; 1]

) f(x) = {4

arctg x —%,x € (1; ) '

arcctgx — %ﬂ,x € (—oo; —1]

d) f(x) =

)

{%ﬂ —arcctgx,x € (—1; o)
—2,x € [—1;—sin1)

—-1,x € [-sin1;0)

0,x € [0;sin1) ’

1,x € [sin1;1]
arccosx — 3,x € [—1; cos 3]
arccos x — 2,x € (cos 3; cos 2]
arccosx — 1,x € (cos2;cos1]
arccosx ,x € (cos1;1]
arcctgx, x € (—oo; 1]
arctgx,x € (1;0) '’

e) f(x) =

f) f(x) =

8 () = |

arcsinx, x € [—l;ﬁ]
2
2
33) a) f esteinversabila © Vy € [-1;1],3!'x € [2,37”] astfel incat f (x) = y.
Ecuatiasinx = y, x € R, y € [—1; 1] are solutiile x,, = (—1)* arcsiny + kmn, k € Z.

h) f(x) =

arccos x,x € (

. . . . . T 31 . .
X, =m —arcsiny este unica solutie din intervalul [;;7] (functia f este strict
crescatoare).

f7L-11] - E;B?n],f_l(x) = 1T — arcsin x.
31 T

b) f~1:R - (—?; —E),f‘l(x) = arctgx — .
of t[-11]- [—g; 0],f‘1(x) = —%arccosx.
d) f710;2n) >R, f1(x) = ctgg.

) f 1 [-5E - [01] f () =225

272 2
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3m+x

f) f~1:[-3m; -] » [-1;1], f~*(x) = cos

ft(-3IN\G }—>ﬂ?\{1}f () =

tgx—1

h) f71:(0;n) >R, f1(x) = ctg?.
34)a) f(x +2m) = f(x), Vx ER;

X, xE[O;g)
b) f(x) ={ m—x, xe[g;%n];
\x — 2m, xe(3—n,n)
c) A
y

v

s 37‘[ 3
025 e)x e 0,5 u |5 2n).
35) a)f( x) = f(x),Vx ER
2_
b) Se considera functia g; : R - [-1;1], g;(x) = ;—Jri,
a,bElR,aibz%=2(a+b).

g este strict descrescatoare pe (—oo; 0] si strict crescatoare pe [0; o).
f=hogs,unde h: [—1;1] - R, h(x) = arcsin x este strict crescatoare.
Functia f are aceleasi intervale de monotonie ca si functia g;.

. . x%-1 nom n . .o 1+sin
C) Ecuatia arcsin > =y, Yy € [——;—) dare 1n [0; 00) solutia unica x = —_y,
’ x“+1 22 ’ 1-sinx
T T
vy e [-5;5).

g [~ EE) » [00), g7 00 = [

272 1-sinx
36)a) f(1) = f(=1).
b) f=hzoh, unde hy:[0;00) > (=11l M) =1
h,(x) = arctg x.
a,bE[O;OO),aibﬁw —2(a+b) <0.
h, strict descrescatoare si h, strict crescatoare = h = h, o h, strict descrescatoare.
A=Imhy = (=55

4" 4

-1.|_r W 1 _ 1-tgy
g [ 5D » (000, g7 0) = [E

37) a) Presupunem ca exista T > 0 astfel incat f(x + T) = f(x), Vx € R, deci
T+ sin(x + T) = sinx, Vx € R.

si h,:(—1;1] » R,
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Daca x = 0, rezultd sinT = —T, deci T € (0;1] c (O;E); atunci sin T > 0 si egalitatea

sinT = —T este imposibila.
b) Se procedeaza ca la subpunctul a).
c) Presupunem ci existd T > 0 astfel incat sin(x?) = sin(x + T)?, Vx € R.

Dacd x = 0, atunci sinT? = 0, deci T,, = Vnm,n € N".

sin(x?) = sin(x + \/ﬁ)z, Vx ER, Vn €N = sin(x?) = sin(x? + 2xv/nm + nn),
Vx ER,Vn € N".

Daca n este par, avem

sin(x?) = sin(x? + 2xv/nm), Vx € R, de unde x? = x? + 2x/nm + 2km, Vx € R, Vk € Z.
Prin ridicare la patrat se obtine x’n = kn,Vx €R, Vk € Z.

Ultima egalitate nu are loc daca x € Q.

38) a) |sinx + cosx| = V2 |sinx cos% + cosxsinﬂ = \/§|sin (x + %)| <+/2,Vx €R.
b) Inegalitatea este echivalenti cu v2 |sin (x — %)| <+/2,Vx ER.
c) Inegalitatea este echivalenta cu 2 |sin (x + %)| <2,Vx eR

d) 2 |sin(x —%)| <2,Vx eR.

39)a) (1 +cosx)(2sinx+2)+1=>0,Vx ER.

b) sinx - sin 2x - sin3x = %(cos X — cos3x)sin3x = %(sin 4x + sin 2x — sin 6x).
sindx <1, Vx ER; sin2x <1, Vx ER; —sin6x <1, Vx €ER. In aceste inegalitati

egalitatile nu au loc simultan.
c)2cos2x+2cosx+3=>0,Vx ERe 4cos?x+2cosx+1>0,VxER &

2
= (2cosx+%) +ZZ 0,vx ER.

d) cosx < cosgcosz?x, vx € (0;) © 4cos3§— 3cos§ < cosg(Z coszg— 1),
vx € (0;m) © cosg(z coszg— 2) < 0,Vx € (0;m)

Ultima inegalitate este adevarata deoarece cosg >0, Vx € (0;m) si coszg <1,
vx € (0;m).

e) 2(sin* x + cos*x) > 1 © 2[(sin®? x + cos? x)? — 2sin®’xcos?x] > 1 &
©2(1-2sin?2x) 2 1 & sin?2x < 1.

sinx(2 cos? x—cos x—1)

f) Inegalitatea este echivalenta cu <0,Vx € (0; g), apoi cu

2cos’x —cosx—1<0,Vx € (0;%) sau ccljscxosx € (—%; 1), Vx € (0;%) (adevarat).

g) Daca sina = 1, inegalitatea devine 2 > 0 (adevarat).
Daca sina # 1, inegalitatea este adevarata deoarece 1 —sina > 0si A = 0.

/\\

1)a)2;b) 2;c) 1;d) 0 ;m) 3; n) 6.
2)a)4;b)5;¢c)2;d) 0
3) A1'A2'A3JA4J A9' Al
4) a) [0; 1]; b) (—o0; — ;e)R\ {3} 0) [-1;2];
&) [—V5;—V3] u [V3i
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